Lemme de l'ombre et non divergence des 
horosphères d'une variété géométriquement finie 

Barbara SCHAPIRA 

MAPMO, Université d'Orléans, Rue de Chartres, 
BP 6759, 45067 Orléans cedex 2, France 
schapira@labomath.univ-orleans.fr 

1 février 2008 



Résumé 

Dans ce travail, nous démontrons le Lemme de l'Ombre sur des variétés 
géométriquement finies à courbure négative variable. Nous en déduisons 
un résultat de non divergence des horosphères de telles variétés. 



1 Introduction 

Soit M une variété riemannienne à courbure négative. Le flot géodésique 
agissant sur son fibré unitaire tangent T X M est un flot hyperbolique ; en parti- 
culier, T 1 M est feuilleté par les variétés fortement instables de ce flot, encore 
appelées horosphères fortement instables. 

Si M est une surface hyperbolique, les feuilles de ce feuilletage sont les or- 
bites du flot horocyclique (/i')tgR agissant sur T X M. On sait que lorsque M 
est compacte, ce flot est minimal : les orbites sont toutes denses dans T X M. 
Quand elle est seulement de volume fini, certaines orbites sont périodiques, les 
autres sont denses dans T M (Hedlund Ql]). En particulier, leur projection sur 
M revient infiniment souvent dans la partie compacte de la variété. Ce résultat 
qualitatif de retour dans un compact a été étendu par Margulis JZj à l'action 
de flots unipotents sur l'espace des réseaux A n = SL(n, TV)/SL(n, Z). 

Ce fut Dani qui, le premier, précisa ce comportement en une estimée quanti- 
tative : dans le cas du flot horocyclique d'une surface hyperbolique dans [H], puis 
dans le cas d'un flot unipotent sur A n dans il montre que pour tout e > 0, 
il existe un compact K e de T X M tel qu'une orbite non périodique de (/i')tgR, de 
longueur T suffisamment grande passe un temps supérieur à (1 — e)T dans K e . 
Rappelons que ce résultat, dit de non divergence, est un outil essentiel dans le 
théorème d'équidistribution des flots unipotents de Ratner. 

Dans un cadre différent, mentionnons encore le résultat de Minsky et Weiss 
|18j de non divergence des orbites du flot horocyclique de Teichmûller. 
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Le but du présent travail est d'établir l'analogue de ce phénomène de non 
divergence en l'étendant dans plusieurs directions : nous considérons des variétés 
qui sont d'une part de dimension quelconque, d'autre part de courbure négative 
variable, et enfin qui sont géométriquement finies de volume infini. 

Nous établissons un résultat de ce type sur des variétés de volume infini à 
courbure variable majorée par —1. Dans ce cadre plus général, nous restreignons 
notre étude à l'ensemble non errant £ du feuilletage horosphérique de T X M. On 
sait alors (Dal'bo [ôj) que certaines feuilles de £ sont compactes, et les autres 
sont denses dans £ . En particulier, leur projection sur M revient infiniment 
souvent dans la partie compacte de la variété. Notons £r C £ l'union de ces 
feuilles denses dans £. 

En l'absence de paramétrage naturel de ces feuilles par un flot, nous consid- 
érons sur chaque feuille de grandes boules notées B + {u, r), avec r > 0, pour une 
distance adaptée. 

Pour donner un sens au « temps passé » par une feuille dans un compact, 
nous étudions le comportement de moyennes sur ces boules pour une mesure, 
notée ^#+jjur chaque feuille H + , construite à partir d'une mesure naturelle sur 
le bord dM du revêtement universel M de M, la mesure de Patterson. 

Plus précisément, si u e T X M et r > 0, nous définissons la moyenne d'une 
fonction ip : T X M — » R continue par : 



JB+(u,r) 

Sous une condition de divergence des cusps de M, notée (*) et énoncée plus 
loin, notre résultat principal est le suivant : 

Théorème 14.21 : Soit M une variété géométriquement finie de courbures sec- 
tionnelles majorées par —1 dont les cusps vérifient la condition {*). Soit e > 
fixé, etC C T X M un compact de l'ensemble non errant du feuilletage horosphérique. 
Il existe un compact K £> c C £, tel que pour tout vecteur non errant u de £rC\C 
et pour tout r > 0, on a : 



Ce résultat assure en particulier que les moyennes (M riU ) r >o ne tendent pas 
faiblement vers quand r — > oo. Autrement dit, il n'y a aucune perte de masse 
dans les cusps. 

Notons que ce résultat de non divergence a été démontré par Rudolph en 
courbure constante, mais seulement pour presque tout u € £ r (pour la mesure de 
Patterson-Sullivan) , ce qui lui a permis d'en déduire l'ergodicité du feuilletage. 

Pour établir ce résultat, il nous faudra donner une estimée précise de la 
mesure de Patterson de petits ouverts du bord, les ombres. Ce résultat, ap- 
pelé Lemme de l'Ombre, est originellement dû à Sullivan sur les variétés hyper- 
boliques compactes, et a été étendu à toutes les variétés compactes ou convexes- 
cocompactes à courbure négative variable, permettant alors de réinterpréter la 





M r ,„(K e>c ) > 1-e 
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mesure de Patterson comme la mesure de Hausdorff de l'ensemble limite Ar 
de r dans dM. Stratmann et Velani [26 l'ont généralisé sur les variétés hyper- 
boliques géométriquement finies, et nous adaptons une preuve de leur résultat 
due à Peigné [2Ï] pour l'établir sur les variétés géométriquement finies de cour- 
bure variable inférieure à —1 qui satisfont la condition (*) énoncée ci-dessous. 

Précisons d'abord quelques notations. Plutôt que les ombres considérées par 
Sullivan, nous considérerons des ensembles comparables : si o est un point de 
M, £ un point du bord dM, et t > 0, nous noterons V(o,£,,t) l'ensemble des 
points du bord dont le projeté sur le rayon [o£) est à distance au moins t de o. 

Sur une variété géométriquement finie, l'ensemble intéressant d'un point de 
vue dynamique se décompose en une partie compacte et un nombre fini de 
pointes, les cusps. Pour simplifier, nous supposerons qu'elle n'en a qu'un seul. 
A ce cusp est associée une classe de conjugaison de sous-groupes paraboliques 
de T, i.e. des sous-groupes de T fixant exactement un point de Ar, et maximaux 
pour cette propriété. 

Nous aurons besoin de faire l'hypothèse suivante, notée (*), sur la croissance 
des sous-groupes paraboliques de T. Si o G M est un point fixé, pour tout 
sous-groupe parabolique II de T, il existe une constante D > 1 telle que 

-^exp(<5 n T) < i{peIl,d(o,po) € [T, T + 1 [} < £>exp(5 n T), (*) 

où pour tout sous-groupe G de T, ôc désigne V exposant critique de G, défini 
par : 

S G = limsup -log tl{g G G, d(o,go) < T} 

T— oo J 

En particulier, 5g < Sr- Nous verrons plus loin (proposition 13, 1|) que cette 
hypothèse est toujours satisfaite si M est une variété localement symétrique de 
rang 1. 

Une densité conforme invariante par T de dimension S > est une famille 
v = { v x) x eM de mesures équivalentes sur le bord dM, telles que pour tout 7 G T 
et a; G M, v lx = j*v x , et pour tous (x, y) G M 2 , dv x (Ç) = exp(-6/3ç(x,y)) dv y {£), 
où /3ç(x,y) désigne le cocycle de Busemann (voir paragraphe 12. ljl 

Le Lemme de l'Ombre s'énonce alors : 

Théorème 13.41 : Soit M = M /T une variété géométriquement finie à un cusp 
Ci qui satisfait l'hypothèse (*). Alors pour toute densité conforme v = (y x ) 
T -invariante sans atomes normalisée de dimension S et de support Ar, il existe 
des constantes Aq > et A\ > telles que pour tout £ G Ar et t > 0, en notant 
£(i) le point à distance t de o sur [o£) : 

a- si £ (t) appartient à un relevé de la partie compacte sur M, alors 

^e~ st <v (V{p,Z,t)) <A e~ St , 
b- si £(t) est dans un relevé du cusp, alors : 

J_ e -st+(25n-S)d(at)Xo) < v (V{o,Ç,t)) < A 1 e- St+< - 2SlI - s ' )d( - i< - t ' ) > ro \ 
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L'organisation du texte est la suivante : nous commençons (section |2j par une 
introduction aux variétés géométriquement finies, et nous prouvons une série de 
lemmes géométriques élémentaires utiles dans la suite. Au paragraphe nous 
énonçons et démontrons le Lemme de l'Ombre ( théorème 13. 4JI . Dans la dernière 
partie (section QJ, après des rappels sur le feuilletage fortement instable et les 
moyennes qui nous intéressent, nous prouvons le théorème 14.21 

Je remercie ma directrice de thèse Martine Babillot pour m'avoir fait décou- 
vrir de belles mathématiques pendant ma thèse, et pour ses lectures, commen- 
taires et corrections de nombreuses versions préliminaires de ce travail. 

2 Variétés géométriquement finies 

2.1 Généralités 

Nous renvoyons à Bowditch p] pour un exposé complet sur les variétés 
géométriquement finies à courbure négative pincée, et à Roblin pour des 
compléments dans le cas des variétés à courbure seulement majorée ; nous n'ex- 
posons ici que ce dont nous avons besoin. 

Soit M une variété riemannienne à courbure sectionnelle majorée par — 1, M 
son revêtement universel, et T — tti(M) son groupe fondamental. Notons T X M 
le fibré unitaire tangent de M, et 7r : T 1 M — > MJa projection canonique. Nous 
noterons d la distance riemannienne sur M et M. 

Le bord à l'infini dM^àe M permet de compactifier M en M — M U dM. 
Le groupe T agit sur M jjar isométries, et sur dM par homéomorphismes. 
L' ensemble limite Ar C dM de T est le plus petit fermé T-invariant de dM. 
C'est aussi l'ensemble des points d'accumulation dans dM de l'orbite d'un point 
quelconque o G M par r : Ar = To \ To. 

Le flot géodésique g = (g*) t6 R de M agit sur T X M en associant à un vecteur 
v le vecteur c v {t) tangent à l'unique géodésique (c v (t))t£R telle que c v (0) = v. 
Il se relève sur T X M en le flot géodésique de M, noté g = {g t )ten- L'ensemble 
non errant fl C T X M du flot géodésique s'identifie (Eberlein, ^Hj) à l'ensemble 
des vecteurs v G T X M dont un relevé v G T X M définit une géodésique dont les 
deux extrémités sont dans Ar- 

Un point £ de l'ensemble limite Ar est dit radial s'il existe un point o G Al et 
une infinité de points de l'orbite To à distance bornée du rayon [o£). L'ensemble 
des points limite radiaux sera noté A# G Ar. 

Si Ç G Ar est l'unique point fixe d'une isométrie parabolique de T, il est dit 
parabolique. Le stabilisateur dans T d'un tel point sera appelé un sous-groupe 
parabolique maximal. Le point £ est parabolique borné si son stabilisateur II G T 
agit de manière cocompacte sur Ar \ {£}. Nous noterons A p b l'ensemble des 
points paraboliques bornés de Ar- 

Le groupe T est dit cocompact si iW^est compacte, ce qui implique que fl — 
T X M est compact, et Ar = Ar — dM. Il est dit convexe- cocompact si fl est 
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compact, et dans ce cas Ar = A^. Enfin, il est géométriquement fini si Ar = 
A R UA pb . _ _ _ 

Le cocycle de Busemann est défini sur dM x M x M par : 

Pd x 'V) = limd(a;,z) - d(y,z) = "d(x,£) - d(y,Ç)" 

C'est une fonction continue qui vérifie la relation de cocycle : /3ç(x, y)+(3ç(y, z) — 
f3ç(x,z). Ce cocycle permet de donner des coordonnées sur T M. Si u G T 1 M, 
on notera u + G dM (resp. u~) l'extrémité c M (+oo) (resp. c M (— oo)) de l'unique 
géodésique c u telle que c M (0) = u. L'ensemble des géodésiques orientées de T M 
est en bijection avec le « double bord » d 2 M := dM x dM \ {(£,£)> £ G dM}. 
Soit o € M un point fixé une fois pour toutes. Alors l'application ci-dessous est 
un homéomorphisme : 

T X M -> 3 2 MxR 

w ' ^ (v - ,i> + ,A,-(7r(u),o)) 

9M 




FlG. 1 - Coordonnées sur T M 



Sur d 2 M x R, les actions de r et de g commutent et s'écrivent : 

7 (u~ , u + , s) = (7«~, ju + , s + f3 u - (o, 7 _1 o)) et g l {u~, u + , s) = (u~ , w + , s+i) 

Ainsi on a aussi des homéomorphismes T X M ~ (9 2 MxR)/r et fi ~ (ApxR)/F. 

Une horosphère H C M centrée en £ est une ligne de niveau de l'application 
y — > /3ç(y,o). Une horoboule H C M centrée en £ est un sous-ensemble H = 
{y e M, flç(y,o) < C}, avec C G R. C'est un ensemble géodésiquement convexe 
de M. _ 

Notons C(r) l'enveloppe convexe dans M de l'ensemble limite Ar- Le coeur 
de Nielsen Nr de M (ou de T) est le quotient Ar = C(T)/T. La variété M est 
géométriquement finie si et seulement si il se décompose en une union finie (voir 
Bowditch Pj en courbure pincée, et Roblin [23] Prop. 1.10 dans le cas général) : 

N r = C UCi...uC k , 
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où Co est un ensemble relativement compact, de diamètre noté A, et les Ci, 
1 < l < k (en nombre fini) sont les cusps : pour chaque l, Ci est isométrique 
au quotient de 7i l D C (T) par II; , où 7i l est une horoboule centrée en un point 
parabolique et II; est le stabilisateur de . Nous noterons Ci — H 1 C(T) 
l'ensemble relevé à M. Les images de Ti} par T sont disjointes ou confondues. 
De plus, si l 7^ V , les orbites TTi. 1 et TTC 1 sont disjointes. 

En pratique, nous considérerons plutôt la décomposition ci-dessus sur M, 
notée de la manière suivante : 

C{Y) = TC UTC l ...UTC k . 

Notons en particulier que si o est un point fixé de Co, son orbite To reste 
dans rCb, et n'intersecte donc pas les orbites TTL 1 des horoboules H 1 . 

2.2 Projections 

Dans toute la suite, les géodésiques^seront paramétrées à vitesse 1, et le 
paramétrage d'un rayon avec x £ M et £ G dM sera noté (tj,x(t)) t >o. Nous 
renvoyons à Bowditch [3J pour un exposé complet. 

Rappelons que sur une variété d'Hadamard M, i.e. une variété riemannienne 
simplement connexe à courbure négative ou nulle (ou plus généralement sur 
un espace CAT(0j), la fonction t — * d(x,c(t)), distance d'un point x £ M à 
une géodésique (c(i))t e R est une fonction propre et strictement convexe. Ceci 
permet de définir le projeté de x sur la géodésique c comme l'unique point c(io) 
qui réalise le minimum de c(t). 

Si de plus M est une variété à courbure majorée par —1 (ou plus générale- 
ment un espace CAT{— 1)), alors ceci s'étend aux points £ du bord dM de 
M. Plus précisément, si £ € dM, alors pour tout y £ M fixé, la fonction 
t — > (3^{c(t),y) est strictement convexe, et l'instant to où elle atteint son min- 
imum ne dépend pas de y. Le projeté c(to) de £ sur (c(t))t e R est donc encore 
bien défini. 

Pour les mêrnes raisons de convexité, on peut également définir le projeté 
d'un point x £ MUdM sur un segment géodésique [yz], ou un rayon géodésique 

H)- 

Remarquons enfin que si et [xrj) sont deux rayons géodésiques, alors les 
fonctions t £ R+ — > d(^ x (t),r] x (t)) et t £ R + — > d(£, x (t), [xr])) sont également 
strictement convexes. 

2.3 Espaces hyperboliques au sens de Gromov 

La structure de variété riemannienne de M n'est pas essentielle dans^tout ce 
travail. En revanche, nous utiliserons de manière cruciale le fait que M est un 
espace hyperbolique au sens de Gromov, cadre détaillé ci-dessous, dans lequel 
tout ce qui précède reste vrai. 

Rappelons d'abord que si (a, b, c) est un triangle géodésique de M, le triangle 
intérieur (p,q,r) à (a,b,c) est défini comme l'unique triangle vérifiant p £ [bc], 
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q G [ac], r G [ab], et d(a,r) — d(a,q), d(b,p) — d(b,r) et d(c,p) — d(c,q). Si 
un (ou plusieurs) des sommets, par exemple a est sur le bord dM, le triangle 
intérieur reste bien défini, à condition de remplacer la condition d(a, q) = d(a, r) 
par f3 a {q 1 r) — 0. Autrement dit, dans ce cas, les points q et r sont sur la même 
horosphère centrée en a. Nous noterons aussi p', q', r' les projetés respectifs des 
sommets a, b et c sur le côté opposé. 



a 




c 



FiG. 2 - Les triangles de M sont fins 

Le fait que la courbure de M soit majorée par —1 s'exprime dans la propo- 
sition suivante : 

Proposition 2.1 ([12j, |4j) II existe une constante a > 0, telle que M est un 
espace a- hyperbolique au sens de Gromov : tout triangle géodésique (a, 6, c) de 
MU dM a un triangle intérieur (p,q,r) de diamètre inférieur à a. 
De plus, on peut choisir a de sorte que les distances d(p,p'), d(q,q') et d(r,r') 
entre les projetés des sommets et les sommets du triangle intérieur soient toutes 
inférieures à a. 

L'hyperbolicité permet de bien contrôler le défaut d'égalité dans l'inégalité 
triangulaire d(b,c) < d(a,b) +d(a,c). D'un point de vue riemannien, si l'angle 
au sommet a est minoré par 6 > 0, il existe une constante C{6), telle que 
d(a, b) + d(a, c) — d(b, c) < C{9). Réciproquement, si d(a, b) + d(a, c) — d(b, c) < c, 
et si les côtés du triangle ne sont pas trop petits, alors l'angle au sommet a est 
minoré par une constante 9(c). Bien que plus visuels, les angles riemanniens sont 
en fait plus difficiles à manipuler que des distances, et nous préférerons donc 
l'énoncé ci-dessous : 

Lemme 2.2 Soit (a, 6, c) un triangle géodésique de M , et C > 0. Si d{a, [6c]) < 
C , alors d{a, b) + d(a, c) — d(b, c) < 2C . Réciproquement, si d(a, b) + d(a, c) — 
d(b, c) < C, alors d(a, [bc]) < § + a. 

Ceci reste vrai si b ou c est un point du bord, en remplaçant d{a, b) + d(a, c) — 
d{b, c) par /3h(a, x) + /3 c (a, x), pour tout x G (b, c). 

Démonstration: Par définition du triangle intérieur, on a d(a, b) + d{a, c) — 
d(b,c) — 2d(a,r). Puisque d(a, [bc]) < d(a,r) + a, on en déduit la deuxième 
partie du lemme. 
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Notons maintenant p' le projeté de a sur [bc], et supposons que d(a,p') = 
d(a, [bc]) < C. Alors on a : 

< d(a, b)+d(a, c)-d(b, c) = d(a, b)-d(p', b)+d(a, c)-d(p', c) < 2d(a,p') < 2C. 



Si le projeté de a sur [bc] est b, alors il est clair que l'angle au sommet b est 
supérieur ou égal à n/2. En termes de distances, ceci se réécrit : 

Lemme 2.3 Soit (a, b, c) un triangle géodésique de M , et p' le projeté de a 
sur le côté [bc]. Si p' = b, alors la distance de b à [ac] est inférieure à 2a. 
Réciproquement, si cette distance est inférieure à 2a, alors la distance de p' à b 
est au plus 3a. 

Ce lemme se généralise immédiatement au cas où a est un point du bord, à 
condition d'utiliser les fonctions de Busemann au lieu de la distance. 

Démonstration: D'après la proposition 12.11 on a d'une part d(b, [ac]) < 
d(b,p) + a, et d'autre part d{p,p') < a. Si b = p' , on trouve immédiatement 
d(b, [ac]) < 2a. 

Réciproquement, si d{b, [ac]) < 2a, le lemme l2~2l donne 2d(b,p) — d(b,a) + 
d(b,c) — d{a,c) < 4a, et d'après la proposition 12.11 d(p,p') < a, ce qui montre 
bien que la distance de b à p' est au plus 3a. □ 



2.4 Voisinages d'un point du bord 

Il existe plusieurs familles équivalentes de voisinages d'un point £ du bord. 
Nous n'en utiliserons qu'une, mais nous les définissons toutes, de manière à 
donner une bonne image de ce que signifie « être proche » pour deux points du 
bord. Dans ce qui suit, on considère un point x de M, un point £ du bord dM , 
et on note toujours (£x(t))t>o la paramétrisation à vitesse 1 du rayon [x£). 

Les voisinages les plus célèbres dej; sont sans doute les ombres de Sullivan. 
On fixe un réel r > 0, et pour x G M, £ G dM et t > 0, on définit 0(x,£,t) 
comme l'ombre faite sur le bord par la boule de centre Ç x (t) et de rayon r vue 
du point x, soit encore l'ensemble des n S dM tels que le rayon [xrf) intersecte 
la boule B(Ç x (t),r). 

On peut également considérer les boules de la famille {d x ) x ^ des distances 



de GromoVjjyu distances visuelles sur le bord, définies pour tout x G M et tous 
(£,7?) G d 2 M par : 



□ 




avec y € 
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C'est ici que nous nous servons du fait que la courbure de M est majorée par 
— 1 ; en effet, si elle est inférieure à — b 2 avec b < 1, les quantités ci-dessus sont 
toujours définies mais ne satisfont plus l'inégalité triangulaire, voir |2j. Nous 
noterons B X (Ç, r) la boule de centre £ et de rayon r pour la distance d x . 

Les voisinages de Hamenstàdt sont définis comme suit : V(x, £, i) est l'ensem- 
ble des points r\ g dM tels que la distance de £ x (t) à T] x (t) est inférieure à a. La 
proposition suivante montre que ces trois familles de voisinages sont pratique- 
ment les mêmes : 

Proposition 2.4 (Kaimanovich, [16j) Soit M une variété de Hadamard à 
courbures sectionnelles majorées par — 1. Il existe des constantes c\ > 1 et C2 > 1 
telles que pour tous x G M , £ G dM et t > 0, on ait : 

B x (Ç,—e-*) C 0(x,Ç,t) C B x {i, Cl e-% et 

Cl 

B I ((,-e- t )cP(i ) (,f)cB I (( ) c 2 e- t ). 

Cl 

Pour les besoins de la preuve du théorème ^. 41 il sera utile de travailler avec 
un dernier type de voisinages. Définissons V (x, £, 0) comme l'ensemble des points 
rj S dM dont le projeté sur la géodésique (x£) appartient en fait au rayon [x£), 
et si t > 0, V(x, £,t) C V{x, £, 0) comme l'ensemble de ceux qui se projettent 
sur [6e (*)£)) i-e- à distance strictement supérieure à t de x. Le lemme suivant 
montre qu'ils sont encore comparables aux voisinages définis ci-dessus : 

Lemme 2.5 Pour tout x G M , £ € dM, et t > 2a, on a : 

V(x, £,,t + a)c T>(x, £, t) C F(x, £, t - 2a). 

Notons que même en courbure constante égale à —1, ces voisinages ne coïn- 
cident pas exactement les uns avec les autres. Par exemple, on peut montrer 

que si t > 0, V{x, £, t) = B a (t, = ). 

V 1 + e""" 

Démonstration du lemme 12.51 Soit tout d'abord 77 un point de T>(x, £, t), 
qui vérifie donc d(£, x (t),r] x (t)) < a. Notons uo le minimum de la fonction 
f{u) — f3 n (^ x (u),r] x (t)). Le point £ x (wo) est donc le projeté de 77 sur le rayon 
[x£). L'inégalité trianglaire donne ^(t) = /3 v (Ç x (t) , i] x (t)) < d(Ç x (t),r) x (t)) < a. 
D'autre part, si u < t, on a 

</?(w) = f3,j(tix{u),ri x (t)) = 0T)(Çx(y), r)x{u)) + j3. q {ri x {u),ri x (t)) > -a + t — u. 

Si u < t — 2a, on en déduit que <^(u) > p(t). Par stricte convexité de ip, 
le minimum de ip est nécessairement atteint en uq > t — 2a, ce qui signifie 
exactement que 77 appartient à V(x, £, t — 2a). 

Réciproquement, si 77 g V(x, £,t + a), d'après la proposition 12 .11 le sommet 
£z(so) du triangle intérieur à (x, £,77) vérifie sq > rj, d'où on déduit 
d(Ç x {t),r) x {t)) < d(6c(ao),»b(*o)) < a. □ 
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Nous détaillons maintenant certaines propriétés de ces ensembles V(x, £, t) 
qui nous serviront au cours de la preuve du théorème 13,41 La première est 
élémentaire : 

Lemme 2.6 Pour tout x G M, £ G dM et t > 0, si rj G V(x, £, t), alors la dis- 
tance de£ x (t) à {xrj) est inférieure à 2a. En particulier, t—4a < f3 v (x,£ x (t)) < t. 

Démonstration: L'inégalité triangulaire donne /3 v (x,Ç x (t)) < t. Le lemme 
implique d(Ç x (t), [xrf)) < 2a. Par le lemme l2~2l nous en déduisons /3 v (x,^ x (t)) > 
t - 4a. □ 



x 




Fig. 3 - V(x,Ç,t) 



Dans le lemme suivant, nous montrons comment varient ces ensembles V(x, £, t) 
quand on fait varier légèrement Ç ouï. 

Notons le fait évident suivant : si rj G B X (Ç, r/2), alors B x (rj, r/2) C B X (Ç, r) C 
B x (r], 3r/2). La partie b- du lemme ci-dessous est une simple reformulation de 
cette inclusion, et en découle directement si on utilise la proposition 12.41 et le 
lemme 12.51 

Lemme 2.7 a- Soient x G M, £ G dM, ett> 6a. Alors pour tout r\ G T>(x,£,t) 
(i.e. tel que d(^ x (t),r] x (J,)) <a), on a 

V(x,T],t) G V(x,Ç,t-6a). 

b- Posons Ki — 6a > 0. Soient x G M, £ G dM et t > K\. Pour tout 
r\ G V(x, £, t + Ki + a), on a : 

V(x, r), t + Kx)c V(x, £, t) G V(x, 77, t - Kx) 

c- Pour tout D > 0, notons K2 = K%(D) = 2D + 4a > 0. Soient x et y des 
points de M tels que d{x,y) < D, £ G dM, et t > K<i. Alors : 

V(x, £, t + K 2 ) c y (y, £, t) C V{x, £, t - # a ) . 

Démonstration: a- Soient rj G D(x,£,t) et C € V(x,r),t). Notons Ç x (uo) le 
projeté de ( sur le rayon [x£). Par définition, uq minimise la fonction u — > 

¥>(«)=&(&(«).»*»(*))• Or 

¥>(*) =&(&(*)» »*«(*)) < <*(&(*),»?*(*)) < " 
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par hypothèse. Par ailleurs, si u < t, l'inégalité triangulaire et le lemme 12.61 
donnent : 

tp(u) = 0c(£x( u )i r )x(u)) + PciVxiu),^^)) > -a + t - u - 4a. 

Autrement dit, si < u < t—6a, ip(u) > <p(t). La stricte convexité de <p implique 
alors que son minimum est atteint en uo >t — 6a. Ceci signifie exactement que 
C G V(x,Ç,t- 6a). 

b- Si 77 e V(x, Ç,t + Ki + a), le lemme l2~Hl donne 

d(Ç x (t),Vx(t)) < d(Ç x (t + Ki),rj x (t + Ki)) < a. 

On en déduit, en appliquant deux fois le a, que V(x, £, t) C V(x, t — K\) et 
V(x, 7], t + Ki) C V(x, Ç, t), ce qui est le résultat souhaité, 
c- Soit Ç € V(y, £, t), avec t > K 2 . Posons p(u) = (3ç(£, x (u),^ y (t)). Si d(x,y) < 
D, comme les rayons [xÇ) et [y£) sont asymptotes, on a d(£ x (u), £y(u)) < 
d{x,y) < D pour tout u > 0. On en déduit \/3ç(Çx(t)> £s/(*))l < Et pour 
tout < u < t, d'après le lemme [231 

v(u)=PdUu>),ty(u))+!3dli y (u),t y (t)) >-D + t-u-4a. 

Comme (p est strictement convexe, le projeté £e(mo) de £ sur (x£) vérifie i*o > 
t — 2D — 4a = t — K 2 , ce qui montre que V(y, £, t) C V(x, £, t — K%). L'autre 
inclusion se prouve de la même manière. □ 

Pour finir ce paragraphe, énonçons un dernier lemme qui nous servira par la 
suite, et qui découle immédiatement des lemmes \2 . 71 c . l2~51 et de la proposition 
EU : 

Lemme 2.8 Soit D > fixé. Il existe e > 0, tel que pour tout o G M , et tout 
x g B(o, D) et tout £ G dM : 

V(x,Ç,0)DB o (Ç,e) 

2.5 Action d'une isométrie parabolique sur le bord 

Nous allons maintenant nous servir de ces ensembles V(x, £, t) pour com- 
prendre l'action d'une isométrie parabolique de M sur le bord privé de son 
point fixe, ainsi que sur les horosphères qu'elle stabilise (i.e. celles qui sont cen- 
trées en son point fixe). Une isométrie parabolique, quand elle est itérée, attire 
tous les points du bord d'une part, et de M d'autre part vers son point fixe. Ce 
que dit le lemme ci-dessous, c'est qu'on peut quantifier et relier entre eux ces 
déplacements. 

Lemme 2.9 Soient o e M, £ G dM , et K un compact de dM \ {£}. Il existe 
une constante K3 > 0, telle que pour toute isométrie parabolique p fixant Ç, et 
tout t > K3, on a : 

a- Si d{o,po) > 2t, alors pK C V(o, £, t — K3) et pour tout rj G K , 
|/W£(*).PÉ(*)) ~ d(o,po) + 2t\ < 2K 3 . 
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b- Si d(o,po) < 2t, alors pK n V(o,Ç,t + K 3 ) = et |/3 p7) (£(i),p£(t))| < 2K 3 
pour tout ï] <E K . 




FiG. 4 - Lemme l2~9l 



Démonstration: Si rj <E K, notons y n l'intersection de la géodésique (Çrf) et 
de l'horosphère centrée en £ et passant par o. Par compacité de K, on a : 

C(K,o,Ç) := sup d(o,y v ) < +oo. 

Notons (£(s)) s >o le rayon [o£) et (Çr/(s))s>oeR la paramétrisation de la géodésique 
(r)Ç) positive sur le rayon [y n £). On a donc y v = £,,(0) et o = £(0). 

Considérons le triangle (o,Ç,pr)). Comme /3ç(o,py^) = 0, les sommets des 
côtés [o£) et de son triangle intérieur s'écrivent £(so) et Cpij( s o) = p£,r](so), 

avec So > 0. L'inégalité triangulaire et la définition du triangle intérieur donnent 
facilement 2sq — a < d(o,py v ) < 2sq + a. D'où on déduit, puisque d(po,py n ) — 
d(o,y v )<C(K,o,0, 

2s Q - C(K, o,Ç)-a< d{o, po) < 2s + C(K, o, £) + a (1) 

D'après la proposition [O] le projeté de pi] sur [o£) est à distance au plus a 
de £(so). Posons = C{K,o,Ç)/2 + 3a/2. Avec l'encadrement QJ, l'inégalité 
d(o,po) > 2t implique pr? S F(o, £, i — ^3). Ceci étant vrai pour tout 77 G if, on 
a bien pif C V(o, £, i - K 3 ). 

Si d(o,po) < 2£, on montre de même que pK H F(o, £, t + K3) = 0. 

Il nous reste maintenant à estimer la quantité f3 pv (£,(t),pt;(t)) pour i] G dM . 
Remarquons d'abord que 

\Ppn(pHn(t),Pm)\ < <*(&,(*),£(*)) < d(y v ,o) < C{K,a,Ç). 
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Il nous suffit donc d'estimer f3pri(^(t),p^ v (t)). Si sq < t, alors 

|/W£(t).P&7(*))l ^ <£(*)>P&î(*)) < d(^s ),p^{s )) < a. 

Supposons maintenant sq > t, et notons (c(t)) t >o la paramétrisation du 
rayon géodésique [oprj). Le troisième sommet du triangle intérieur à (o, £,pr/) est 
alors c(so). Par définition de ce triangle intérieur, on a alors P PV (c(so),p£ lV (so)) — 
0, d'où on déduit que (3 pv (c(2sq — t),p£ n (t)) = 0. D'autre part, on a aussi 
c (*))l ^ C M) < «• A l'aide de toutes ces inégalités, on obtient : 

Mt(t),Ptv(t)) = (3 PV (m,c{t))+(3 PV {c{t) 7 c{2 So -t)) = (3 pri (t(t),c(t))+2{so-t), 

puis \/3 P r)(£(t),p{;(t)) — (2s — 2i)| < a + C(K,o,Ç). Finalement, en utilisant la 
notation u + = max(u, 0) pour u G R, on peut rassembler les deux cas sq < t et 
sq > t ci-dessus pour obtenir pour tout t > : 

(2s Q - 2f)+ -a- C(K, o, f) < /3 pt) (e(0,K(i)) < (2*0 - 2t)+ + a + C7(JST, o, 0- (2) 

Une manipulation élémentaire des encadrements et (|2j permet de conclure 
la preuve du lemme. □ 



3 Mesures conformes et lemme de l'ombre 

3.1 Densités conformes 

Soit à présent T un groupe discret ji'isométries de M. Une densité conforme 
T-invariante de dimension S > sur dM est une famille v = {v x ) xE m de mesures 

finies sur dM qui vérifient la condition d'invariance v lx = 7*1^ pour tout 7 G T, 
et pour tous (x, y) G M 2 et £ G <9M : 

■^(Ç) =exp(-5Pt(x,y)), Uy-p,s, 

Soit o 6 M un point fixé dans toute la suite de ce paragraphe. La densité v sera 
dite normalisée si i/ D est une probabilité. 

U exposant critique d'un groupe discret d'isométries F de M est défini par : 

ô r = limsup ^ log ${-f e F, d(o, 70) < T} . 
T^oo J- 

C'est encore l'exposant critique de la série de Poincaré de T : 

P(T,o,s) = J2 e" sd(o ' 7o) 

Le groupe T est dit de iype divergent si la série ci-dessus diverge en s = <5r- 
Si T est non élémentaire, c'est-à-dire si jjAr = +00, alors ôr est strictement 
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positif, et Roblin j2U a démontré que la limite supérieure ci-dessus est en fait 
une limite. Mais un tel résultat est inconnu pour les groupes élémentaires, par 
exemple les sous-groupes paraboliques de T. Pour démontrer le théorème 13.41 
nous aurons besoin justement de supposer que c'est bien une limite, et plus 
encore : nous supposerons que pour tout sous-groupe parabolique II de T, il 
existe une constante D > 1, telle que 

^ exp(<5 n T) < Up e U,d(o,po) G [T,T + 1[} < D exp(S n T). (3) 

Cette hypothèse est apparue à plusieurs reprises dans la littérature, d'abord 
dans pl], mais aussi P ar exemple, et semble nécessaire à chaque fois qu'on 
souhaite obtenir des estimées précises à l'intérieur des cusps. La proposition 
ci-dessous montre qu'elle est vérifiée dès que les cusps sont « raisonnables ». 

Proposition 3.1 L'hypothèse est vérifiée dès que les cusps de M sont 
isométriques aux cusps d'une variété localement symétrique de rang un. 

Démonstration: Pour chaque sous-groupe parabolique II, on peut vérifier 
cette hypothèse en supposant que o est dans le cusp considéré. Or le sous- 
groupe parabolique II stabilise le cusp, donc LTo reste dans les relevés du cusp. 
La preuve consiste alors simplement à vérifier que dans les espaces localement 
symétriques, cette condition de croissance est vérifiée. Dans l'espace hyper- 
bolique réel, c'est un simple calcul utilisant d'une part le fait qu'une isométrie 
parabolique p fixant le point oo (dans le modèle du demi-espace supérieur) 
agit par translation euclidienne sur les horosphères horizontales, et d'autre part 
l'équivalent d(o,po) ~ 2 \ogd cuc \(o,po), où o est le point à hauteur (euclidienne) 

I sur l'axe vertical. Dans les espaces hyperboliques exotiques, il est encore pos- 
sible d'obtenir un équivalent exact de cette distance d{o,po) (voir Corlette-Iozzi 
PU Formule 3.5]), ce qui permet de conclure (voir aussi une preuve complète 
dans |19l lemma 3.5]). □ 

Cette hypothèse implique de manière immédiate que tout sous- groupe parabolique 

II de I est divergent. Des travaux de Dal'bo, Otal et Peigné [Jj, on déduit le 
résultat suivant : 

Théorème 3.2 (Dal'bo-Otal-Peigné [7]) Si T est un groupe géométrique- 
ment fini dont tout sous-groupe parabolique H est divergent, alors Su < Sr et le 
groupe T est lui-même divergent. 

Si T est un groupe discret non élémentaire, un résultat originellement dû à 
Patterson (20] assure l'existence d'une densité conforme invariante de dimension 
Sr à support Ap. L'étude d'abord faite par Sullivan |22] (2H] en courbure con- 
stante, puis généralisée en courbure variable[22| montre aussi que toute densité 
(S-conforme invariante vérifie S > Sr- Lorsque T est divergent, ce qui est vérifié 
d'après le théorème ci-dessus sous notre hypothèse Q), on a de plus : 

Proposition 3.3 Si T est non élémentaire divergent, il existe une unique den- 
sité conforme invariante normalisée v = (y x ) ^ de dimension Sr à support Ar, 
et elle est sans atomes. La mesure v Q est alors appelée mesure de Patterson. 
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Dans le paragraphe ci-dessous, nous travaillerons avec une densité conforme 
invariante de dimension quelconque, mais la densité donnée par la proposition 
ci-dessus sera privilégiée dans tout le paragraphe El 

3.2 Lemme de l'ombre 

Dans le cas d'une variété compacte à courbure négative, le lemme de l'om- 
bre, originellement dû à Sullivan j2j] en courbure constante, permet de montrer 
que pour tout X G M, la mesure de Patterson v x de T est la mesure de Haus- 
dorff (de dimension Sr) pour la distance de Gromov d x sur DM. En revanche, 
dans le cas d'une variété non compacte, la description de v est beaucoup plus 
délicate. Le cas des variétés géométriquement finies de courbure constante fut 
décrit par Stratmann et Velani 26j , et récemment généralisé aux variétés lo- 
calement symétriques de rang 1 par F. Newberger dans Nous montrerons 
que cette description est encore valide pour les variétés géométriquement finies 
de courbure variable sous la condition (EJ . Pour cela, nous adapterons la preuve 
de M. Peigné j2] du résultat de Stratmann et Velani. 

Les estimées du théorème ci-dessous se démontrent cusp par cusp, nous sup- 
poserons donc dans ce paragraphe que M n'a qu'un seul cusp noté C\. 

Rappelons les notations du Daraefraphe l2.il Le coeur de Nielsen iVr est un 
convexe qui se décompose en Nr = Co U Ci, où Co est la partie compacte 
de la^variété, de diamètre inférieur à A, et le cusp Ci est le quotient de Ci := 
HiHC(r) par LT, où Hi est une horoboule centrée au point parabolique £1 € Ar, 
et II est le stabilisateur de £1 dans T. On peut alors choisir un relevé Co de Co 
à Mj qui jsoit connexe et de diamètre inférieur à A, et tel que les adhérences 
de Co et Ci s'intersectent. On choisira une famille {7i}i>o de représentants de 
r/II, et on notera & = 7^1 et Hi l'horoboule JiHi. On a alors On a alors : 

rci = u+^ 7î Ci = u+™Hi n c(r) . 

D'autre part, quitte à faire agir le stabilisateur 7ill7~ 1 de Tii, nous pouvons 
supposer que pour tout i G N, 7iCj intersecte le rayon [o£i) (et le bord dTii 
évidemment). 

Rappelons pour finir que si £ € dM, £(t) désigne toujours le point à distance 
t de o sur le rayon géodésique [o£). 

Le théorème ci-dessous étend le Lemme de l'Ombre en courbure variable, 
permettant ainsi d'obtenir des estimées précises de la mesure des ombres sur le 
bord. 

Théorème 3.4 Soit M — M /Y une variété géométriquement finie à un cusp 
Ci, et II un sous-groupe parabolique de T, tel qu'il existe une constante D > 1, 
telle que 

^-exp^nT) < ${pen,d(o lP o) e [T, T + 1 [} < Dexp(ô n T). 
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Alors pour toute densité conforme v = {v x ) T -invariante sans atomes nor- 
malisée de dimension S > 5? et de support Ar, il existe des constantes Aq > 
et Ai > telles que pour tout £ G Ar et t > : 

a- si Ç(t) G TC , alors —exp(-5t) < v (V(o,Ç,t)) < A exp(-<5i), 
_ Aq 

b- si £(t) G rCi, ators : 

J_ e -st+(2Su-S)d,(at)Xo) < i/ (VYo,£,t)) < j 4 ie -«+(2fe-«5)d(ê(t),ro)_ 
-Al 

En particulier, le théorème s'applique à l'unique densité (5r-conforme invari- 
ante donnée par la proposition EQ1 qui est sans atomes. 

3.3 Preuve du théorème l3~4l 

Le plan de la preuve est celui de Peigné [2] ; la différence essentielle réside 
dans la proposition 13.61 où se manifeste la courbure variable, et où l'hypothèse 
© est utilisée. Nous rappelons toutefois toute la démonstration pour la com- 
modité du lecteur. Elle se fait en plusieurs étapes : le lemme ETÏÏl est le lemme de 
l'ombre classique, il traite le cas où £(t) appartient au relevé TCq de la partie 
compacte. Le résultat clé est la proposition 13.61 De cette proposition découlent 
le corollaire 13. 71 qui traite le cas où £ = & est un point parabolique et ap- 
partient à l'horoboule TLi centrée en £j, et le lemme l3~8l oui permet de conclure 
la preuve du théorème l3.4l dans tous les autres cas. 

Commençons par une remarque importante : si rj G V(o, £, t), on a \/3 v (o, £(£))— 
t\ < 4a par le lemme I^Tfl En utilisant la relation de conformité de v, on obtient : 

cxp(-4<5a + ôt) < ^ {t ], V } 0, } ,i y < exp(4fo + 5t). (4) 

Va{V{0,Ç,t)) 

Autrement dit, pour prouver le théorème l3,41 il suffit d'estimer i/çrfs(V(o, £, t)), 
ce que nous ferons par la suite. 

Lemme 3.5 II existe une constante Bq > telle que si G TCo, alors 

4" ^ ^(*)(^(°^.*)) — 

-DO 

Vu l'encadrement <@J, le lemme ETïïl démontre la partie a du théorème, avec 
Aq = Bq exp(4£a). 

Démonstration: Si G TCo, il existe 7 G T tel que G?(£(i), 70) < A, avec A 
le diamètre de Cq. Par conformité de v, ceci implique : 

e-**v m (y(o,Z,t)) < v 10 {V{o,^t)) = voiy^o^-^t)) < e SA v m (V(o,Ç,t)). 

Comme v a est une probabilité, la quantité v^t) (V{ -> £, t)) est majorée par exp(JA). 
D'autre part, comme la distance de 7 _1 £(i) à o est inférieure à A, le lemme 
donne 

Vi-y-^-r-^t) = F( 7 -^(t), 7-^,0) d Bofr-^E), 
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et comme v est de support Ar, on en déduit : 

1 > Vo(Vfr- 1 o,<<f- 1 t,t)) > inf v (B (ri,e))=Ce > 0. 

□ 

Considérons à présent le cas où £ = & est un point parabolique de Ar. 
On notera (Çi (*))t>o le rayon [o£j), et Sj l'instant d'entrée du rayon [o£j) dans 
l'horoboule Hi, soit encore £i(sj) = [o£i) n <97Yi. 

Proposition 3.6 7? existe des constantes B\ > ei B2 > 0, ieZ/es gwe pour 
tout point parabolique & ei ioîti t > Si, on ait : 

■^-exp{{2ô n -ô)(t- Si )) < v £m (V(o,Ç h t)) < B 1 eM{2Sn-S)(t-s l )), et 

4-exp((2fa-5)(i-Si)) < iWdM\F(o,£i,t)) < S 2 exp((2fe-5)(i-Si)). 
Corollaire 3.7 Cette proposition démontre le théorème quand £ = G A p h ei 

6(t)eW<. 

Démonstration du corollaire 13.71 En effet, dans ce cas, on a 
|d(£(t), To) -(t-8i)\ = |d(£(t), To) - d(£(t), rC )| < A. 

□ 

Démonstration de la proposition 13^61 La première étape est l'estimation 
des mesures v^ t )(V(o,^i,t)) et v il(t) (dM \ V(o, £1, t)) quand & = £1 et £i(i) € 
Ci. A la fin de la preuve, nous expliquerons comment passer de £1 à £i = Yi£i- 

Dans ce premier cas, vus les choix des relevés Cq et Ci de Co et Ci, £i(si) 
est dans l'adhérence de Co, donc à distance inférieure à A de o, de sorte que 
si < A. On peut donc oublier la contribution de Si dans l'estimée ci-dessus, ou 
plus exactement considérer qu'elle est intégrée dans les constantes B\ et B2. 

Soit V un domaine fondamental borélien pour l'action de II sur Ar \ {£1}) 
i.e. satisfaisant à v x {VJpV) — f x (Ar \ {£1}) et v x (VC\pD) = pour tout p 7^ Id,. 
On le choisira relativement compact dans Ar \ {Ci}- Comme v est sans atomes 
et de support Ar, on a pour tout x, z^ x (Ar \ {£1}) = v x {dM), d'où : 

peu, peu, 
P v c v(o,êi, t) pz>n v(o,Êi,t) ^ 

En utilisant le lemme ESI avec AT = T>, on obtient : 



5] v ix {t){pD) < v él{t) (V(o,Çi,t)) < J2 v ii(t)W- ( 5 ) 
p e n, p e n, 

<i(o,po) > 2t + 2K 3 d(o,po) >2t- 2K 3 
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De même, on trouve : 

E "Êi(t)(pZ>)< v Sl(t) (dM\V(o,Ç u t)) < ]T («) 
p 6 n, p e n, 

d(o,po) < 2t - 2_R" 3 d(o,po) < 2t + 2if 3 

Aux constantes près, il nous suffit maintenant d'obtenir des estimées des séries 

]T i/ él( t)(p23) et £ (7) 

p e n, p e n, 

d(o,po)>2t d(o,po)<2t 

Nous devons donc calculer v^usipV). Par conformité de ^, nous avons : 

i/ £l( t)(pX>)= / e-^^^Uu^rj) . 
Jv 

Le lemme l2~$l fournit une estimée de f3 PV {£,i{t),pt;i(t)) en fonction de d(o,po). 
Si d(o,po) < 2i, nous en déduisons : 

exp(-2^ 3 ) < < exp (2ÔK 3 . 

Et si d{o,po) > 2t, alors : 

exp(-2<5iT3 - ôd(o,po) + 25i) < ^ l(f)( - pX> ^ < exp(2^ 3 ™ W(o,po) + 2<ft). 

Dans les deux cas, il reste à estimer v^m(T>), Or par conformité de v, on a : 

u (l(t) (p)= [ e- 5 ^^°Uv {r,). (8) 
Jv 

Comme au na,ra,gra,nhe l2.5l notons y v l'intersection de la géodésique (î]Çi) avec 
&H±. Lorsque rj varie dans le compact V de dM \ la distance de o à la 

géodésique (r/Çi) est inférieure à la distance de o à y v , elle-même majorée par une 
constante C = C{V, o, £i). En notant (£r)(s))s>o le rayon [y^i), par le lemme 
12.21 nous avons : 

< /Vo, £,(*)) +/3 él (o, &,(*)) = &(o, £,(*)) + *< 2C7. 

D'autre part, on a \Pr)(£i(t),Ç v (t))\ < d(£i(t),t; n (t)) < C, d'où finalement : 

t-3C<0nfa(t),o)<t + C. 

En reportant cet encadrement dans le calcul (jHJ ci-dessus de v^mfâ), on ob- 
tient : 

e- 5c - 5t Vo {V) < i/ Cl(t) (C) < e 35c " 5 ^ (P). 
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Ainsi, aux constantes multiplicatives près, on est ramené à l'estimation des 
deux séries : 

J2 e Sd(o, P o)+St et J2 e~ 5t 

d(o,po)>2t d(o,po)<2t 

Notons a T = tl{p G n, d(o,po) £ [T,T + 1[}. Alors a T x e 5nT d'après l'hy- 
pothèse (0- (La notation fit) x gif) signifie que pour tout t > 0, le quotient 
f(t)/g(t) est compris entre deux constantes strictement positives.) Alors on a : 

+00 

e -Sd(o, po )+st _ e st a n e~ Sn x e St e (<5n " 5) " 

d(o,po)>2t n=[2t] n>[2t] 

D'autre part, on sait que ô > ôr et (5n < <5r . On en déduit l'estimée voulue : 
La deuxième somme est comparable à 

[2t] [2t] 

e- st a n x e- 5t £ e 5n " x \ 
n=0 n=0 

d'où 

^ l(t) (9Af\y( ,6,i))x e ( 25 ^ 5 )*. 

Il reste maintenant à considérer le cas où Çi = 7i£i ^ £i- Rappelons la 
notation £i(si) = [o^i(t)[ndTi.i. Par choix de 7*, jiCo intersecte le rayon [o£i) et 
son adhérence intersecte celle de Ci. On en déduit que £,i{si) est dans le bord de 
7iCo, d'où d(ti,i(si), 7^0) < A. En utilisant le lemme l^TTh (avec Ki = ^(A)), et 
le fait que V(o,^i,t) = V(^i(si), £i, i — s^), on obtient l'encadrement : 

V(rfiO,d,t-ai+K 2 ) C V(o,Ci,i) C V(-YiO,Çi,t-Si-K 2 ). (9) 

Notons (£i(u))«>o le rayon [o£i). Les rayons + s;))u>o et (7i£i(")) u >o sont 
asymptotes, d'où pour tout t > Si : 

d(6(*),7<6 (*-*«•)) < 7*6(0)) = d(6(«i),7<o) < A. 

La conformité de ^ donne pour tout r\ G dM : 

exp(-5A) < (77) < exp(6A). (10) 

di/ 7^i(i-si) 

Les encadrements © et ijTÔjl montrent qu'à des constantes multiplicatives près, 
il suffit de savoir estimer les quantités 

v i^i(t~ Si ){V{^iO,^i,t - si)) = rç l(t _ Si )(F(o,£i,i- Si)), et 
I/ 7i«i(t- Sl )( 5M \ V(no,liÇi,t- s^) = u^(t- ai )(9M\V(o,^i,t- Si)). 
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La première partie de la preuve s'applique alors pour donner les estimées voulues. 
Ceci conclut la démonstration de la proposition. □ 



Il reste maintenant à traiter le cas général, ce qui est fait dans le lemme 
ci-dessous et conclut la preuve du théorème 13.41 : 

Lemme 3.8 II existe une constante B3 > 0, telle que si £ G Ar, et Ç(t) G TC\, 
alors : 

exp {{26a - S)d{£{t), To)) < u m {V{o, £,*))< B a exp {{2ô n - S)d{Ç{t), To)) 

Démonstration: Soit £ G Ar, et i G N tel que Ç{t) G C,. Nous distinguerons 
trois cas selon les positions respectives de £ et £». 

Premier cas : £j e 7(o, Ç,t + K\ + a) (où K\ est la constante donnée par le 
lemme l2~7h V 

Montrons que la mesure Vçu\{V{o, £,t)) est très proche de 1^(^(7(0, £j, i)) X 
e (2(5n-5)(t-sij (proposition EEl j et que la distance de £(t) à To est à peu près 

Le lemme l2~7l h donne : 

7(o, &, É + Jfi) C 7(o, f , t) C 7(o, 6, ^ - 

D'autre part, pour tout 77 G 9M, l'inégalité triangulaire, puis le fait que £j G 
7(o,^,t + i^i + a) donnent : |Aj (£(*)> &(*))! ^ ^(CC*) 5 < Par conformité 
de 1/, on en déduit : 

e" 5Q u m (7(o, 6, t + #i)) < ^(t) (7(o, £,*))< e Sa v u(t) (7(o, t - Jfi)). 

La première estimée de la proposition donne alors le résultat, puisque 

\d{i{t),To)-{t-8i)\ < \d{m^o)-d{^{t),To)\ + \{t- 3i )-d{^{t),To)\ <a+A. 

Deuxième cas : £j ^ 7(o, £, t — K\ — a). 

Le point & est alors plus proche du point antipodal de £ sur (o£), noté Intro- 
duisons alors l'autre intersection d de la géodésique (o£) avec cWi : o' =]£(i)£)^ 
dW*, et la distance t' = d{i{t),d), On a alors 7(o,£,i) = dM \ 7(o', et 
Ci G 7(o',£',i' + A'i + a). Le lemme 1277b donne 

dM\V{d,^ i ,t'-K 1 ) c 7(o,e,t) = dM\V{d,Ç',t') G 9tf\K(o',Ç 1 ,t' + if 1 ). 

Aux constantes près, on est donc ramenés à l'estimation de u^M{dM\V{o' , £», i')). 

Comme o G C(r) et £ G Ar, o' est aussi dans C{T), De plus, par définition, 
o' appartient au bord de TCi, donc au bord de TCq. On peut donc trouver un 
7 G T tel que d{o',jo) — d{o',To) < A. Aux constantes près, par le lemme l2~Th . 
on est ramené à estimer V£n\(dM \ 7(70, t')). 
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Notons (c(s)) s >o le rayon [70&). En utilisant le fait que & S V(t/, 
a) et que d{o',jo) < A, par les lemmes f2.7b et 12.51 on obtient d(c(t'),Ç(t)) < 
cste(a,A), Par conformité de v, on en déduit : 

v m (dM \ V (70, & O) x ^c(t') (ÔM \ F (70, 0) 

La nronositionITfil donne : v c(t ,)(9M\ F (70, *')) x e (2l5n En rassemblant 
les approximations successives ci-dessus, on en déduit 

v m (V{o^t))^e^-^' . 

Il reste à voir que la distance de £(t) à To est à peu près t'. Ceci découle 
du fait (vu ci-dessus) que est à distance bornée de c(t'), et de l'égalité 
d(c(t'),ro) = d(c(t'),^o)=t'. 

Dernier cas : G V(o, £, t - K\ — a) \ V(o, Ç,t + Ki + a). 
On pose alors t\ = t — 2K\ — 2a et £2 = i + 2ifi + 2a. On a alors £j € 
V(o, £, fi +-K"i + a) et & <^ K(o, £, Ï2 — i^i — a). D'où le résultat voulu, d'après 
les deux premiers cas ci-dessus appliqués respectivement à t\ et £2- C 

Ceci termine donc la preuve du Lemme de l'Ombre en courbure négative 
variable. Nous allons à présent voir comment ces estimées permettent d'étudier 
la non divergence des horosphères. 

4 Moyennes horosphériques 

4.1 Définitions 

Rappelons que M = T\M est une variété géométriquement finie à courbure 
majorée par —1. Le flot géodésique g = (g')teR. agissant sur T M est un flot 
hyperbolique, dont les variétés fortement instables se relèvent surJT 1 M en les 
variétés fortement instables du flot géodésique g = (<7*)teH, de T X M . Sur T X M, 
il existe une très bonne description géométrique de ces ensembles. 

Une horosphère H C M centrée en £ se relève à T X M en une horosphère 
fortement instable H + := {u G T X M, ir(u) € H, et u~ = £}. C'est encore 
l'ensemble des vecteurs basés sur H orthogonaux à H, et pointant vers l'ex- 
térieur. Si m € T 1 M, nous noterons respectivement H(u) C M l'horosphère 
de M centrée en u~ et passant par le point base ir(u) de u, et H + (u) C T M 
l'horosphère fortement instable contenant u. Les horosphèresvues sur T X M sont 
les variétés fortement instables du flot géodésique g sur T M : 

H + {u) = W su (u) := {w e T X M, lim d^u, g-*w) = 0} 

t — > + oo 

De la même manière, on définit l'horosphère fortement stable H~(u) de u par : 
H-(u) = W ss (u) := {w eT x M, lim d(g*u, çfw) = 0} 

t — ^ + 00 
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FiG. 5 - Horosphères et horoboules 



Nous nous servirons de la famille (dji+)H+sn des distances de Hamenstâdt 
sur les horosphères de T X M Six € M est un point quelconque, elles sont définies 
pour tous (u,v) G (H + ) 2 par 

d H +(u 7 v) = expy^/3 u +(x,u) + ^/3 v +(x > v)j d x (u + ,v + ) 

En fait, nous les^ considérerons indifféremment comme des distances sur les 
horosphères de M et de T l M . Elles sont bien définies (car l'expression ci-dessus 
ne dépend pas de x), elles sont invariantes par isométries au sens où pour toute 
isométrie g de T X M, d g H+(gu,gv) = d H +(u,v), et poussées par le flot, elles 
vérifient pour tout t G R : 

d g t H + 9 l v) = ê d H + (u, v). 

Géométriquement (figureEJl, 2 logd^+ (u, v) représente la distance « algébrique » 
entre les deux horosphères H~{u) et H~(v). 




d H + (u, v) — exp(— r/2) d H + (u, v) — exp(r/2) 



FiG. 6 - Distance horosphérique 

Dans le modèle du demi-plan supérieur de l'espace hyperbolique H, cette 
distance s'exprime très simplement. Si H + (u) est une horosphère horizontale, 
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i.e. si u~ = +00, et v est un vecteur de H + (u), alors on a d H +(u,v) = 1 où 
<i est la distance euclidienne entre les points base de u et v, et /i la hauteur 
euclidienne de l'horosphère H + (u). 

Rappelons que si T est un groupe géométriquement fini vérifiant l'hypothèse 
(ffi. il est divergent, et que par conséquent, il existe une unique densité conforme 
invariante normalisée v = {v x ) xe ^i de dimension 5r sur Ar (proposition 

Pour pouvoir définir des moyennes horosphériques au paragraphe suivant, 
nous aurons besoin d'une famille de mesures sur les horosphères fortement in- 
stables, définies à partir de la mesure de Patterson v Q . 

Proposition 4.1 La famille de mesures définies sur chaque horosphère H + 
par : 

dfj, H +(v) = eyLp(ôrf3 v +(o,v))dv {v + ) 

est indépendante de o, Y -invariante au sens où ~/*Hh+ = ^h+> e t passe donc 
au quotient par T en une famille de mesures sur les variétés fortement instables 
du flot géodésique. De plus, poussée par le flot, elle vérifie pour tout ieR : 

dg* t V g tH+ (u) = exp(5 r i) d/J, H + (u) (11) 

Remarquons également que, la mesure v Q ayant pour support Ar, chaque 
mesure définie ci-dessus a pour support {v G H + ,v + G Ar}. En particulier, 
si H + est centrée dans Ar, Hh+ a pour support H + n fi. 

4.2 Non divergence des moyennes horosphériques 

Quand M est géométriquement finie, la topologie des horosphères fortement 
instables est bien connue. Soit £ = {v G T 1 A7, v~ G Ar}. D'après Dal'bo jÔ], les 
feuilles centrées en un point parabolique borné sont compactes, celles centrées 
en un point limite radial sont denses dans £, et celles qui sont centrées hors de 
l'ensemble limite sont fermées et non compactes. Par conséquent, par analogie 
avec le cas d'un flot, nous appellerons £ V ensemble non errant du feuilletage 
horosphérique (instable). Il se décompose en une union disjointe 

£ = £ r u £ p b , 

où £r (resp. £ p b) est l'ensemble des vecteurs de £ centrés en un point limite 
radial (resp. un point parabolique borné). 

En l'absence de paramétrisation naturelle des feuilles par un flot, nous nous 
intéressons ici à des moyennes sur de grandes boules horosphériques pour la 
mesure définie au paragraphe précédent : pour toute fonction continue 

ip : T X M — > R, et tout r > 0, nous posons : 

M rtU (i/j) = — — / ip(v)dfi H +(v). 

^H+(B + {u,r)) J B +{u,r) 

Si m G £ p b, les probabilités (M r)U ) r> o sont à support compact inclus dans 
H + {u). Mais si m G £r, la mesure /Ltjj+ ayant pour support H + nf2, ces mesures 
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(M r]U ) r> o sont à support dans l'ensemble non errant fl du flot géodésique, qui 
est non compact lorsque M est géométriquement finie avec des cusps. 
Pour quantifier la non divergence des horosphères, nous allons montrer qu'il n'y 
a pas de perte de masse des mesures (M rjU ) r >o dans les cusps. Plus précisément, 
notre résultat est le suivant : 

Théorème 4.2 Soit M = M /Y une variété géométriquement finie telle que 
tout sous-groupe parabolique maximal II de T vérifie : 

-^exp(<5 n T) <f{pen,d( Ol p ) e [T,T + 1{} < Dexp{ô n T), 

Fixons e > 0, et C un compact de T l M . Alors il existe un compact K e> c C fi, 
tel que pour tout u € C PI £r et tout r > 0, 

M r , u (K etC ) > 1-e 

Démonstration: Nous allons étudier les moyennes sur le revêtement T l M, et 
trouver en fait pour tout e > et C comme ci-dessus un ensemble K St c, com- 
pact modulo T, qui satisfait l'assertion du théorème ci-dessus. 

Première étape : Dans le cas où C = 7r~ 1 (Co) est l'ensemble des vecteurs 
basés dans Co, nous allons introduire le candidat à être le compact K e c du 
théorème, puis ramener l'énoncé ci-dessus à la recherche d'estimées de mesures 
de boules horosphériques. 

Comme T est géométriquement fini, il n'a qu'un nombre fini de cusps, on 
supposera donc comme au paragraphe précédent qu'il n'en a qu'un seul. Rap- 
pelons que C(r) se décompose en une union disjointe du cusp et de la partie 
compacte : C(T) — YC\ U TCo, avec Ci = Hi H C(r), Hi une horoboule centrée 
au point parabolique borné Çi, et II le stabilisateur de £i dans T. Nous renvoyons 
le lecteur aux notations introduites au paragraphe 18. 21 

Notons maintenant Hi C TLi Phoroboule « rétrécie de N », c'est-à-dire Phoroboule 
dont le bord satisfait (3^ 1 (dHi, dHi) = N > 0. Le candidat à être K e . Co es t 
l'ensemble des vecteurs de Ap x R dont le point base appartient au complémen- 
taire C(r) \ TH^ de ces horoboules rétrécies, pour un N — N(e) suffisamment 
grand. 

Nous fixons désormais u G £r, et nous supposons que u est basé dans TCq, 
tout en gardant en mémoire que les raisonnements que nous ferons ne doivent 
dépendre que de Cq. Le cas général d'un compact C quelconque sera traité dans 
la dernière étape. 

Nous aurons besoin d'estimer la mesure fiH+{B + (u,r) n Tif ), où par abus 
de notation, B + (u,r) n Tif désigne l'ensemble des vecteurs de B + (u,r) dont 
le point base appartient à Tif , Commençons donc par étudier l'intersection 
géométrique H + (u) DTC, où TL est une horoboule quelconque centrée en un point 
£ 7^ u~ . Si cette intersection est non vide, introduisons le vecteur le plus haut de 
H + (u) dans TL, i.e. le vecteur v qui réalise le maximum de w — > /3ç(dTL 7 ir(w)) 
dans H + (u)r\TL. Par stricte convexité des horosphères, ce vecteur est bien défini 
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FlG. 7 - Horosphères rétrécies 



et s'écrit v = (u ,Ç,s(u)) dans les coordonnées T 1 M ~ 9 2 MxR. Nous noterons 
h = p^{dH, 7r(u)) la hauteur à laquelle monte H + (u) dans H. 




FlG. 8 - Intersection horosphère-horoboule 



Lemme 4.3 Soit H une horoboule centrée en £ G 9M, et H + (u) une horosphère 
fortement instable qui intersecte H. Soient comme ci-dessus v = (it~,£, s(u)) le 
vecteur le plus haut de H + (u) dans H et h — f3^(dH, tt(v)). Si h > a, on a : 

B+{v, e^) C H + {u) nHC B + (v, e^) 

l'inclusion de droite restant vraie quand < h < a. 

Dans l'espace hyperbolique H, un calcul donne précisément pour tout h > : 

H+(u) n H = B+(v, Ve h - 1). 

Démonstration du lemme 14.31 Soit w G H + (u) n 7Y. On a alors < 
f3ç(ir(w), 7r(u)) < /i. Si les horosphères (de M) tt(H~ (v)) et ir(H~(w)) s'inter- 
sectent, alors 

d H + (v, w) < 1 < e 2 . 
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On peut donc les supposer disjointes. Notons alors H(v) (resp. Ti(w)) l'horoboule 
dont le bord est tt(H~(v)) (resp. tt(H~ (w))). Dans ce cas, le triangle (p, q,r) 
intérieur à (u~,£,w + ) est à l'extérieur des horoboules H(v) et H(w). (En effet, 
si r appartenait à H(v), par définition du triangle intérieur, ceci impliquerait 
p € H(v), puis q £ TL(w) et enfin r £ H(w) d'où une contradiction. Les autres 
cas se traitent de façon analogue.) 

Introduisons a v et a w les intersections respectives des horosphères ir(H~(v)) 
et tt(H~(w)) avec la géodésique (t;w + ) = (v + w + ). Par définition de d H + , on a 



d(a v ,a w ) = /3ç(a w> a v ) = (3^{a Wl n(w)) + 0ç(n(w), n(v)) 
< d(a w ,Tr(w)) +^(7r(w),7r(«)) 

Comme g et r n'appartiennent pas à H.(w), on a d(a w , ir(w)) < d(r,q) < a. 
D'autre part, ir(w) £ H, d'où (3ç(ir(w),ir(v)) < P^(dH,7r(v)) = h. Finalement, 
on en déduit d{a v , a w ) = 2 log d^ + (v,w) < h + a, et 



Supposons maintenant que ir(w) ^ H, i.e. f3ç(ir(w),ir(v)) > h. Alors, en 
reprenant les calculs ci-dessus, on obtient 



Lorsque —a + h > 0, ceci donne l'autre inclusion B + (v, e 2 ) C H + {u) n TL. 



dtf+ (v, w) = exp 



2 



. Or 



H + (u) HH C B + {v,e^) . 



d(a v ,a w ) = (3ç(a w ,n(w)) + (3ç(n(w), n(v)) > ~a + h. 




u 



FlG. 9 - Lemme FOI 
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□ 

Soit maintenant Hi = jiH-i une horoboule intersectant H + (u), Vi = (u~, Çi,s(i, 
le vecteur le plus haut dans l'horoboule, et hi = 7r(ui)). On déduit du 

lemme POI mie si hi > N + a, alors 

l'inclusion de droite restant vraie pour ht > N. Si hi < N, on a trivialement 
H+(u)nHf = 0. 

On ne regarde donc que les hi > N. Rappelons que nous cherchons TV 
Y ; : > assez grand pour que, pour tout u G £rC\Co, 

Introduisons l'ensemble I u , r ,N des i G N, tels que B + (u,r) n Hf^ ^ 0. (On 
a donc hi > N pour i G I u ,r,N-) A l'aide du lemme FOI on peut majorer le 
numérateur de l(Ï2|l ci-dessus par : 



2^ H H +{B + {v h e * )). 



ï£lu,r,N 

Quitte à remplacer N par N — a, nous oublierons désormais la constante a dans 
l'expression ci-dessus. 

Pour minorer le dénominateur, rappelons que les horoboules Hi sont deux 
à deux disjointes, et donc les boules B + (vi,e hi ^ 2 ) aussi. Ce dénominateur est 
donc minoré par 

]T ^(B+M^B+iv^e^ 2 )). 

Dans la majoration du numérateur, les boules B + (u, r) n'interviennent plus que 
via l'ensemble d'indices I u ,r,N- Pour le dénominateur, le problème est qu'il n'y a 
aucune raison pour que les boules B + (vi,e hi ^ 2 ) soient totalement incluses dans 
B + (u,r). En revanche, comme u G TCo, u n'appartient à aucune horoboule Hi, 

h ■ — N 

et si i G I u ,r,N, alors B + (u,r) intersecte B + (vi,e~ L ^ ), d'où : 



e hi/2 < d H + (u, <r + 
Si N > 21og3, on en déduit pour tout i G I u ,r,N ■ 

B+{ Vl ,e h * /2 ) C B+(u,3r). 
Le dénominateur est donc minoré par : 
fi H+ (B+(u,r)) 



x 



VH+(B + (u,3r)) f 



[i H +{B + (vi,e *2 )). 
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Pour finir, on obtient la majoration suivante (pour N > 2 log 3) : 

h ■ — N 

li H+ (B+(u,r)<lTH?) £, 6 j„. r , w Li H +(B + (v t ,e^^)) m + (B+{u, 3r)) 
fi H+ (B+(u,r)) ~ Eiei u , r , N ^H + (B + (vi,e^)) * » H+ (B+(u,r)) ' 

Dans la deuxième étape, nous majorons le premier quotient par e pour AT 
assez grand. A la troisième étape, nous montrons que le deuxième quotient est 
borné uniformément en u G £ r D TCq et r > 0. Pour finir, la quatrième étape 
traitera le cas d'un compact G quelconque différent de Cq. 

Deuxième étape : Pour tout e > 0, il existe A" = N(e) > 0, tel que pour tout 
u G £ R n rC , tout r > et i G I u ,r,N, on a : 

Mg+ (j?+K,e(^>/ 2 )) 

MH + (5+( Wi , e ^/ 2 )) " £ - ^ 

Notons = g~ hi Vi G <9?^. D'après la relation l(ÏT|l du paragraphe 14.11 la 
quantité ci-dessus est encore égale à : 

f J 'H+ ( Wi )(B + (wj, e^ hi ^ N ^ 2 )) 

Remarquons qu'à i fixé, la quantité ci-dessus tend clairement vers quand A~ — * 
oo ; mais la difficulté vient du fait qu'on cherche une uniformité en i G I u ,r,N- 
Pour tout i, notons Xi G M le point base de Wi, et £j = 7^1 G A p b le point du 
bord vers lequel il pointe. Remarquons que x% G C(T), puisque Wi G Ap x R. 
Rappelons que la mesure est définie pour x G M quelconque par : 

dn H +{v) = exp(ôr/3 v +(x,v)) dv x (v + ), 

avec v x la mesure de Patterson sur dM vue du point x. En particulier, si x — Xi, 
la quantité exp(ôrP v + {xi, v)) est bornée par exp ôrd(xi, tt(v)) < e Sra pour tout 
v G B+{ Wi ,e- h ^ 2 ) C B+(wi,ï), 

La quantité à estimer est donc uniformément proche de 

Vxi (B+(w i} e^- N )/ 2 )) 
v Xi (B+(wi,e- h '/ 2 )) ' 

où par abus de notation, B + (wi, e^"^ 2 ) désigne l'image dans dM de la boule 
horosphérique par la projection naturelle de H + (wi) dans dM qui à W = 
(u" ,w + , s(wi)) associe w + . 

Soient x G M, £ G dM et t G R + ; rappelons que V(x, £, t) C 9M est l'ensemble 
des points 77 G dM dont le projeté sur le rayon géodésique [x, £) est à distance 
supérieure à i de a;. Nous avons alors : 
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Lemme 4.4 Si on note P w la projection naturelle de H + (w) dans dM\ {w }, 
et x — 7t(w) le point base de w dans M, on a pour tout s > a : 

V(x,w + ,s + a) C P w (B + (w,e~ s )) C V(x, w + , s - a). 

Démonstration: Ecrivons w = (w~ , w + , s(w)) . Soit s > et z G B + (w,e~ s ). 
Considérons le triangle idéal (w~ , w + , z + ), et son triangle intérieur (j>, q, r), dont 
le diamètre est borné par a. 




FlG. 10 - Lemme FOI 



Notons a w — (w + z + ) n H~(z) et a z = (w + z + ) n H~(w). On a dfi+{w,z) = 
e -d{a w ,a z )/2 < g -s^ ^'qù d(a w ,a z ) > 2s. D'autre part, en observant les apparte- 
nances des différents points aux diverses horosphères, on trouve 

d(a w ,r) = P z +(a w ,r) = (tt(z), ç) = d(it(z),q) 
= P w -(q,n(z)) = w -(p,ir(w)) = d(w,p) 
= @ w +(%(w),p) = (3 w +(a z ,r) = d(a z ,r) 

donc toutes ces distances sont égales à d(a w ,a z )/2 > s. Le triangle (w~ , w + , z + ) 
étant fin (proposition [OJ, le projeté de z + sur [ww + ) est à distance inférieure 
ou égale à a de p, et d(w,p) > s d'après ci-dessus. Donc z € V(x, w + , s — a). Le 
même type d'arguments montre que si z g V(x, w + , s + a), alors d H + (w, z) < 
exp(— s). □ 



Nous sommes donc ramenés à estimer la quantité : 

u Xi (V(x h ^,^)) 
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Le point base Xj, de Wi appartient à dHi H C(T). Il est donc dans le bord de 
7C0, pour un certain 7 € T tel que 7W1 = TCi, et donc 7^1 = ^. On en déduit 
d{xi,^o) < diam(Co) = A. En utilisant la T-invariance et la conformité de 
v = {v x ) xe M, ainsi que le lemme l2~7h . on trouve que la quantité ci-dessus est 
proche, à des constantes uniformes près, de : 

v o {V{0,^)) 
A l'aide du théorème 13,41 on peut estimer cette quantité : 

„ (V( ,fr,*i±g)) / M \ a 

^ < A x exp 2((5 n - <5 r )( — = ir)) = A i e M^n - 5 T )N. 

Ceci tend vers uniformément en i quand N — > +00. (Remarquons qu'on n'a 
utilisé jusqu'à maintenant qu'une partie du théorème 13.41 la proposition 13.61 ) 

Troisième étape : 

Lemme 4.5 IZ existe une constante C > 0, telle que pour tout u £ £r et tout 
r > 0, on a : 

fi H+ (B+(u,3r)) 
to+ (B+(u,r)) " 

Démonstration: Comme u~ G A/?, on peut définir s > le plus petit réel 
supérieur à log3r, tel que g~ s u 6 TCo- On a alors : 

// g+ (fl+( M ,3r)) = y H+ (B+(g- s u,3re- s )) 
fi H+ (B+(u,r)) Li H+ {B+(g- s u,re- s )) " 

Or il existe 7 € T, tel que d{^o,g~ s u) < A. Par les lemmes l4~4l 12 . 7b . la confor- 
mité et l'invariance de v par T, la quantité ci-dessus est donc, à des constantes 
uniformes près, proche de : 

t/ (V A (o,7~ 1 M + ,5 - logr - log3)) 
v a (V(o, 7~ 1 m+, s - logr)) 

Les deux points du rayon [o7 _1 it + ) à distance respective s — logr — log3 et 
s — logr de o étant à distance log3 l'un de l'autre, on peut supposer qu'ils 
sont simultanément soit dans TG'q, soit dans TC\. Dans le premier cas, d'après 
le théorème 13.41 la quantité ci-dessus est majorée par A% exp(<Sr log3). Dans le 
second cas, elle est inférieure à 

Al exp((5r log3 + \2S n - 6r\ log3). 

Ceci conclut la preuve du lemme. □ 

Quatrième et dernière étape : Il reste pour démontrer le théorème à traiter 
le cas d'un compact C quelconque de Q. Quitte à le décomposer en une union 
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de plus petits^ compacts, on peut supposer qu'il existe un Xb > 0, tel que 
7r (5 _T °C) C Cq. Alors, il est facile de voir que le compact K £ c — 9 To (K e .c ) 
convient. □ 
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